Оценки точности и итерационные процессы для смешанных методов конечных элементов решения квазилинейных эллиптических уравнений: автореферат диссертации на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук: специальность 01.01.07 - вычислительная математика by Гогин А. П. (Алексей Павлович)
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè
ÃÎÃÈÍ Àëåêñåé Ïàâëîâè÷
ÎÖÅÍÊÈ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ È ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÅ
ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÄËß ÑÌÅØÀÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ
ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÐÅØÅÍÈß
ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
01.01.07  âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà
ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
ÊÀÇÀÍÜ  2014
Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî
ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ
Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Êàð÷åâñêèé Ìèõàèë Ìèðîíîâè÷
Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Êîïûñîâ Ñåðãåé Ïåòðîâè÷
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
ïðîôåññîð Âàáèùåâè÷ Ïåòð Íèêîëàåâè÷
Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé
óíèâåðñèòåò "ÌÝÈ"(ã. Ìîñêâà)
Çàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ 24 àïðåëÿ 2014 ã. â 14:30 íà çà-
ñåäàíèè äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä 212.081.21 ïî çàùèòå äèññåðòà-
öèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê ïðè Êàçàíñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå (420008, ã. Êàçàíü,
óë. Êðåìë¼âñêàÿ, 18, êîðïóñ 2, àóä. 218).
Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â íàó÷íîé áèáëèîòåêå
èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî Êàçàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà.
Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 24 ôåâðàëÿ 2014 ãîäà.
Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà,
ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Î.À. Çàäâîðíîâ
ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñðåäè ïðåèìó-
ùåñòâ ýòîãî ìåòîäà, ñî÷åòàþùåãî â ñåáå ëó÷øèå êà÷åñòâà ðàçíîñòíûõ
è âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ: óíèâåðñàëüíîñòü, ñðàâíèòåëüíàÿ ïðîñòîòà
ïðèìåíåíèÿ â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ôîðìû, èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ
ñåòîê, óäîáñòâî äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Êëàññè÷åñêèå ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîäðàçóìåâàþò
èñïîëüçîâàíèå ëàãðàíæåâûõ è ýðìèòîâûõ ýëåìåíòîâ. Îáúåì âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ðàáîòû ïðè ðåàëèçàöèè òàêèõ ìåòîäîâ â îáùåì ñëó÷àå ìî-
æåò áûòü î÷åíü áîëüøèì. Êðîìå òîãî, ÷àñòî ïðè ðåøåíèè êîíêðåò-
íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â âû÷èñ-
ëåíèè ðàçëè÷íûõ íåèçâåñòíûõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîèçâîäíûìè èñêîìîãî
ðåøåíèÿ. Òàêèìè íåèçâåñòíûìè ìîãóò áûòü: ïîòîê â çàäà÷àõ òåð-
ìîäèíàìèêè, íàïðÿæåíèå â çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè, èçãèáàþùèå
ìîìåíòû â çàäà÷àõ îá èçãèáå òîíêèõ ïëàñòèí è ò.ä. Èñïîëüçîâàíèå
êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ðàçðûâíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ýòèõ íåèçâåñòíûõ. Íà ïóòè ðåøåíèÿ äàííûõ ïðîáëåì áûëè
ïðåäëîæåíû ñïåöèàëüíûå ðàçíîâèäíîñòè ñõåì ÌÊÝ: ñìåøàííûå ìå-
òîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÑÌÊÝ), à òàêæå ñìåøàííî-ãèáðèäíûå è
ãèáðèäíûå ñõåìû. Îäíèì èç ãëàâíûõ ïðåèìóùåñòâ òàêèõ ñõåì ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ýòî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ñíèæåíèþ ïîðÿäêà óðàâíåíèé
ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ, êîòîðîå â ñâîþ
î÷åðåäü îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ äâîéñòâåííîé èëè ñìå-
øàííîé ïåðåôîðìóëèðîâêè èñõîäíîé çàäà÷è. Â ðàáîòàõ È. Áàáóøêè,
Æ.Ï. Îáåíà, Õ.Ã. Áóøàðà, Ì. Êðóàçüå è Ï.À. Ðàâüÿðà âïåðâûå áûëè
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èçó÷åíû òàêèå ìåòîäû. Ïîçäíåå ïîäîáíûé àíàëèç áûë ïðîâåäåí â ðà-
áîòàõ È. Áàáóøêè, ß. Õàñëèíãåðà, È. Ãëàâà÷åêà, Ô. Êèêóòè, Ì. Ôîð-
òèíà.
Â ðàáîòàõ Ï.À. Ðàâüÿðà, Æ.Ì. Òîìà, Ä.Í. Àðíîëüäà, Ô. Áðåççè,
Äæ. Äóãëàñà, Ë.Ä. Ìàðèíè,Æ.Å. Ðîáåðòñ áûëè ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûå
ïðîñòðàíñòâà òðåóãîëüíûõ è ïðÿìîóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ
àïïðîêñèìàöèè ñìåøàííûõ ñõåì, ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè
òî÷íîñòè. Æ.Ê. Íåäåëåê îáîáùèë ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ òðåõìåðíîãî
ñëó÷àÿ. Êðîìå òîãî, ÑÌÊÝ äëÿ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, îòëè÷íûõ îò ðàññìîòðåííûõ â íàñòîÿùåé äèññåð-
òàöèè, ðàññìàòðèâàëèñü Äæ. Äóãëàñîì, Æ.Å. Ðîáåðòñ è Ô.À. Ìèëíå-
ðîì.
ÑÌÊÝ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ. Íàïðèìåð, ÑÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ïëàñòèíå áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû â ðàáîòàõ Ë. Õåðìàííà, Ê. Äæîíñîíà, K. Õåëëàíà. Êîíå÷-
íîýëåìåíòíûå ñõåìû ñìåøàííîãî òèïà òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðå-
øåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè îáîëî÷åê, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü
â ðàáîòàõ Ë.Ø. Çàáîòèíîé, Ì.Ì. Êàð÷åâñêîãî è äðóãèõ.
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé çàäà÷ Ñòîêñà è ÍàâüåÑòîêñà òàê-
æå ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èñïîëüçîâàòü ÑÌÊÝ. Èçó÷åíèþ òà-
êèõ ìåòîäîâ ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû Â. Æèðî è Ï.À. Ðàâüÿðà,
Ì. Ôîðòèíà, Ð. Ñòåíáåðãà, M. Farhloul, H. Manouzi.
Òåîðèÿ ñìåøàííûõ ìåòîäîâ äëÿ ëèíåéíûõ è ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàí-
ñòâàõ W
(1)
2 ðàçâèòà ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîñòàòî÷íî ïîëíî. Çíà÷è-
òåëüíî ñëàáåå èçó÷åíû òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû ÑÌÊÝ äëÿ ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ W
(1)
p . Òàê, â ðàáîòàõ M. Farhloul
è H. Manouzi ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ñõåìà
ñìåøàííîãî òèïà äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è ñ ñèëüíî ìîíîòîííûì
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îïåðàòîðîì, ÷àñòî íàçûâàåìîé óðàâíåíèåì ñ p-ëàïëàñèàíîì, â ïðî-
ñòðàíñòâå W
(1)
p . Èññëåäîâàíèþ ÑÌÊÝ äëÿ îáùèõ äèâåðãåíòíûõ êâà-
çèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ñèëüíî ìîíîòîííûìè îïå-
ðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå W
(1)
p ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Å. Ôåäîòîâà
è Ì.Ì. Êàð÷åâñêîãî. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè
ñìåøàííûõ ñõåì, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ïîòîêà, ò. å. ôóíê-
öèè a(x; u;ru); â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé. Îòìåòèì,
÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà èíàÿ êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ñõåìà: â
êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé ïðè ïîñòàíîâêå ñìåøàííîé çà-
äà÷è âûáèðàëñÿ ãðàäèåíò èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Ñìåøàííûå ñõåìû äëÿ
êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìîíî-
òîííûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå W
(1)
2 ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ
Ì.Ì. Êàð÷åâñêîãî è À.Å. Ôåäîòîâà. Ïîëó÷åííûå â íèõ ðåçóëüòàòû
îáîáùåíû â äàííîé äèññåðòàöèè íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà W
(1)
p :
Ìíîãèå âàæíûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê êâàçèëèíåéíûì
ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìîíîòîííûìè îïåðà-
òîðàìè. Ê íèì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷à ñ íåëèíåéíûì âûðîæ-
äàþùèìñÿ ïî íåëèíåéíîñòè îïåðàòîðîì, âîçíèêàþùèì ïðè îïèñàíèè
ôèëüòðàöèè æèäêîñòè, ñëåäóþùåé çàêîíó ôèëüòðàöèè ñ ïðåäåëüíûì
ãðàäèåíòîì.
Ðàçëè÷íûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû äëÿ ñìåøàííûõ ìåòîäîâ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ì.Ì. Êàð÷åâñêîãî, À.Å. Ôåäî-
òîâà. Â äàííîé äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè ïîñòðîåííûõ
èìè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ñóùåñòâåííî óìåíüøàþò îáú-
åì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðè ýòîì
ñîõðàíÿþòñÿ.
Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñìåøàííûõ ñõåì ìå-
òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìîíîòîííûìè è ñèëüíî ìîíîòîííûìè îïåðà-
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òîðàìè â ïðîñòðàíñòâå W
(1)
p , èññëåäîâàíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè è
ñõîäèìîñòè ñõåì, ïîëó÷åíèå îöåíîê òî÷íîñòè ñìåøàííîé ñõåìû äëÿ
çàäà÷è ñ ñèëüíî ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì, ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ñìåøàííûõ ñõåì ÌÊÝ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ôóíäàìåíòàëü-
íûå ïîëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Âñå ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, âåðíû è ïîäòâåðæäåíû ñòðîãèìè ìà-
òåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè è ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè äëÿ
ìîäåëüíûõ çàäà÷.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Èññëåäîâàíû ñìåøàííûå ìåòîäû êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ ìîíîòîííûìè è ñèëüíî ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàí-
ñòâàõ W
(1)
p . À èìåííî, â ñëó÷àå ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà äîêàçàíû
ðàçðåøèìîñòü äèñêðåòíîé çàäà÷è, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ïðè-
áëèæåííîé çàäà÷è, ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ïîòîêîâ a(x; uh; jh(uh)), ïî-
ñòðîåííûõ ïî ðåøåíèþ ïðèáëèæåííîé çàäà÷è. Äëÿ óðàâíåíèé ñ ñèëü-
íî ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì ïîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è. Ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ìåòî-
äà. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè èçâåñòíûõ (ñì. [1]) èòåðà-
öèîííûõ ïðîöåññîâ, èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü òàêèõ ìîäèôèöèðîâàí-
íûõ ïðîöåññîâ.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèñ-
ñåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷èñëåííîì ðå-
øåíèè êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâà-
íèè ñìåøàííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷,
â ó÷åáíîì ïðîöåññå.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëà-
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äûâàëèñü íà XVII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëü-
íîé ìåõàíèêå è ñîâðåìåííûì ïðèêëàäíûì ïðîãðàììíûì ñèñòåìàì, ã.
Àëóøòà, Êðûì, 2531 ìàÿ 2011 ãîäà; Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôå-
ðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Èæåâñê, 1518 ìàÿ 2012 ãî-
äà; Äåâÿòîé Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëÿ êðà-
åâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ. Êàçàíü, 1722 ñåíòÿáðÿ 2012 ãîäà; XVIII
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå è ñîâðå-
ìåííûì ïðîãðàììíûì ñèñòåìàì, ã. Àëóøòà, Êðûì, 2231 ìàÿ 2013
ãîäà; XII Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè Ëîáà÷åâ-
ñêèå ÷òåíèÿ-2013. Êàçàíü, 2429 îêòÿáðÿ 2013 ãîäà; Èòîãîâûõ íàó÷-
íûõ êîíôåðåíöèÿõ ÊÔÓ.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 7 ðàáîò, â òîì
÷èñëå äâå ñòàòüè â èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.
Áëàãîäàðíîñòè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷à-
ñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò  09-01-00814, 11-01-
00667, 12-01-00955, 12-01-97022, 12-01-97026).
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 115 íàèìåíîâàíèé.
Îáúåì ðàáîòû  108 ñòðàíèö.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè äàí îáçîð ðàáîò, áëèçêèõ ê òåìàòèêå äèññåðòà-
öèè, îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìàòèêè èññëåäîâàíèé, ñôîðìóëèðî-
âàíà öåëü ðàáîòû, èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-
êà äèâåðãåíòíîãî âèäà
  div a(x; u;ru) + a0(x; u;ru) = f(x); x 2 
; (1)
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u(x) = 0; x 2  : (2)

  Rn  îãðàíè÷åííàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü,    ãðàíèöà îá-
ëàñòè 
. Çäåñü a(x; ) = (a1(x; ); : : : ; an(x; )), a0(x; )  çàäàííûå
ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå ïðè  = (0; ) 2 Rn+1;  = (1; : : : ; n) 2 Rn
äëÿ âñåõ x 2 
.
Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåí-
íûìè óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòè, ìîíîòîííîñòè è êîýðöè-
òèâíîñòè ïðè p > 1:
ja(x; )j 6 c1(1 + jjp 1) 8x 2 
;  2 Rn+1; (3)
(a(x; )  a(x; ))  (   ) > 0 8x 2 
; ;  2 Rn+1; (4)
a(x; )   > c2jjp   c3 8x 2 
;  2 Rn+1 (5)
çäåñü c1; c2; c3  ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, à ÷åðåç a() îáîçíà÷åíà
âåêòîð-ôóíêöèÿ âèäà a() = (a0(); a1(); : : : ; an()).
Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî îáùèìè è äîïóñêàþò âûðîæäå-
íèå óðàâíåíèÿ ïî ãðàäèåíòó íà íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ðåøåíèÿ.
Êðîìå òîãî, âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà
âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè è ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòè 
a(x; )  a(x; )  (   ) (jj+ jj)2 p > c0j   j2 (6)
8;  2 Rn+1; ;  2 Rn; x 2 
;a(x; )  a(x; ) 6 c1j   jp 1 8 ;  2 Rn+1; x 2 
; (7)
â ñëó÷àå 1 < p < 2 è 
a(x; )  a(x; )  (   ) > c2j   jp (8)
8;  2 Rn+1; ;  2 Rn; x 2 
;a(x; )  a(x; ) 6 c3j  j  jj+ jjp 2 8 ;  2 Rn+1; x 2 
; (9)
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â ñëó÷àå p > 2; c0; c1; c2; c3  ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2). Îáîá-
ùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
u 2 W1p(










fv dx  (f; v) 8v 2 W1p(
);
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äàíà ñìåøàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1), (2).
Äëÿ ýòîãî ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
Hq = Hq(div;
) = fj 2 (Lq(
))n j div j 2 Lq(
); 1 < q <1g




(jjjq + j div jjq) dx :
Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé ïðè ïîñòðîåíèè ñìåøàí-
íîé ñõåìû âûáðàí ãðàäèåíò èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ëîæèâ j = ru; íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè u  îáîáùåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1), (2), òîZ















u div q dx = 0 8q 2 Hq(div;
): (11)
Ñèñòåìà (10), (11) ïîëîæåíà â îñíîâó ñìåøàííîé ïîñòàíîâêè çàäà-
÷è (1), (2), à èìåííî: ðàçûñêèâàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé
(u; j) 2 X = Lp(
) (Lq(
))n; óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíûì òîæ-
äåñòâàì (10), (11).




 ñèìïëèöèàëüíûìè è ïðÿìîóãîëüíû-
ìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Êðîìå òîãî, îïèñàíû èçâåñòíûå (ñì., íà-
ïðèìåð, [3]) ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ: BDMk(K); RTk(K);
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BDM[k](K); RT[k](K): Îïðåäåëåíû êîíå÷íîýëåìåíòíûå ïðîñòðàíñòâà
Mh = fvh 2 Lp(
); vhjK 2Mk(K) 8K 2 Thg ;
Nh = fqh 2 Hq; qjK 2 Nk(K) 8K 2 Thg ;
Xh = Mh Nh;
ãäå Nk(K)  îäíî èç îïèñàííûõ ïðîñòðàíñòâ BDMk(K); RTk(K);
BDM[k](K); RT[k](K); à ÷åðåç Mk(K) îáîçíà÷åíû ñëåäóþùèå ïðî-
ñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ:
 Pk 1(K); åñëè Nk(K) = BDMk(K) èëè BDM[k](K);
 Pk(K); åñëè Nk(K) = RTk(K);
 Qk(K); åñëè Nk(K) = RT[k](K):
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå îïèñàí êëàññ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ,
èññëåäóåìûõ â äèññåðòàöèè. Ïîä ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (1), (2) ïîíèìàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé (uh; jh) 2 Xh òàêèõ, ÷òîZ








äëÿ ëþáûõ vh 2 Mh, ãäå ôóíêöèÿ jh(uh) 2 Nh îïðåäåëÿåòñÿ ïî
uh 2Mh êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿZ






uh div qh dx = 0 8qh 2 Nh: (13)
Êðîìå òîãî, ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ëåìììû, èñïîëüçóåìûå ïðè
âûâîäå îöåíîê òî÷íîñòè ýòèõ ìåòîäîâ. Âñå ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò ìå-
ñòî ïðè âûáîðå ëþáîãî èç ïðîñòðàíñòâ BDMk; RTk; BDM[k] èëè RT[k]
äëÿ àïïðîêñèìàöèè Hq:
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷åí äàííûé êëàññ ïðèáëèæåí-
íûõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷è ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì. Äîêàçàíî, ÷òî
èìååò ìåñòî
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Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3)(5). Òîãäà çàäà÷à
(12), (13) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé
÷àñòè f 2 Lq(





ãäå c  ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò h.
Îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé uh è
jh(uh) â ïðîñòðàíòñâå Lp(
) ñïðàâåäëèâà cëåäóþùàÿ
Òå î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3)(5). Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé uh è jh(uh) è ôóíêöèè u
; j
òàêèå, ÷òî uh * u
; jh(uh) * j â Lp(
); ïðè÷åì ïàðà ôóíêöèé
u; j ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (10), (11).
Çàìåíèâ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè (4) áîëåå ñèëüíûì óñëîâèåì ïîä-
÷èíåíèÿ (ñì. [2])
ja(x; ) a(x; )j 6 c4((a(x; ) a(x; ))( )) 12 (1+jjp+jjp) 12 1r (14)
äëÿ ëþáûõ ;  2 Rn+1; ãäå r = max(p; 2); p > 1; íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3)(5), (14). Òîãäà ïî-
òîê a(x; u; j(u)); ïîñòðîåííûé ïî ðåøåíèþ çàäà÷è (10), (11) è åãî
êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ a(x; uh; jh(uh)); ïîñòðîåííàÿ ïî
ðåøåíèþ çàäà÷è (12), (13), îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è
(1), (2) îäíîçíà÷íî.
Òå î ð åì à 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3), (5), (14). Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h ! 0 òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî





8<: q; p > 2;2; 1 < p < 2:
Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷åí ïîñòðîåííûé â ïåðâîé ãëà-
âå êëàññ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷è ñ ñèëüíî ìîíîòîííûì
îïåðàòîðîì.
Îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìîñòè ïðèáëèæåííîé çàäà÷è èìååò ìåñòî
Òå î ð åì à 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6)(9). Òîãäà ïðè ëþ-
áîé ïðàâîé ÷àñòè f 2 Lq(
) ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13) ñóùåñòâóåò




ãäå c  ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò h.
Ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ðàññìîòðåííîãî ïðèáëèæåííîãî ìåòî-
äà. À èìåííî, äîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî
Òå î ð åì à 5. Ïóñòü u  ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2)  óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì ãëàäêîñòè







Ïóñòü òàêæå êàæäàÿ òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè 
 ñ ìåíüøèì øàãîì
ñòðîèòñÿ ïî òðèàíãóëÿöèè ñ áîëüøèì øàãîì ïóòåì ðàçáèåíèÿ åå
ýëåìåíòîâ. Òîãäà
ku  uhkpLp(

























â ñëó÷àå 1 < p < 2 è
kuh   ukpLp(
























â ñëó÷àå p > 2.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîñòðîåíû è èçó÷åíû èòåðàöè-
îííûå ìåòîäû äëÿ äâóõ êëàññîâ ñìåøàííûõ ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (1), (2)
  div a(x;ru) + a0(x;ru) = f(x); x 2 
; (15)
u(x) = 0; x 2 @
: (16)

  Rn  îãðàíè÷åííàÿ ìíîãîóãîëüíàÿ îáëàñòü,    ãðàíèöà îáëà-
ñòè 
. Çäåñü a(x; ) = (a1(x; ); : : : ; an(x; )),  2 Rn äëÿ âñåõ x 2 
.
Îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííû-
ìè óñëîâèÿ ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè (6) è ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòè (7)
ïðè p = 2, à òàêæå óñëîâèå íà ôóíêöèþ a0()
(a0(x; )  a0(x; ))  (   ) > 0:
Ïðèâåäåíà ñìåøàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (15), (16). Â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëñÿ ïîòîê,
ïîñòðîåííûé ïî îáîùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (15), (16). Ïðè ýòîì
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îáðàòíîé ê a(x; ) ôóíêöèè
a 1(x; ) : Rn ! Rn; îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè (ñì. 1]): 
a 1(x; )  a 1(x; )  (   ) > c3j   j2 8;  2 Rn; x 2 
; (17)
ja 1(x; )  a 1(x; )j 6 c4j   j 8 ;  2 Rn; x 2 
; (18)
ãäå c3; c4  ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè u  îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (15), (16),
òî j 2 H2(div;
) è âûïîëíåíû èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâàZ
















u div q dx = 0 8q 2 H2(div;
); (20)
êîòîðûå ïîëîæåíû â îñíîâó ñìåøàííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (15), (16):
ðàçûñêèâàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé (u; j) 2 X = L2(
)H2(div;
); óäî-
âëåòâîðÿþùèõ èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâàì (19), (20).
Äàëåå, äàíà ïðèáëèæåííàÿ ïîñòàíîâêà ñìåøàííîé çàäà÷è. Îòìå-
òèì, ÷òî îïèñàííàÿ â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèáëèæåííàÿ ñõåìà â ñëó-
÷àå, êîãäà äëÿ àïïðîêñèìàöèè H2(div;
) âûáèðàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî
Ðàâüÿðà  Òîìà, ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ðàáîòå Ì.Ì. Êàð÷åâñêî-
ãî è À.Å. Ôåäîòîâà [4]. Ïðåäïîëãàåòñÿ, ÷òî ïðîâåäåíà êîíôîðìíàÿ,
ðåãóëÿðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ Th îáëàñòè 
. Ïðè ïîñòðîåíèè ñìåøàííîé
ñõåìû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçîâàëèñü êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàí-
ñòâà Mh, Nh; îïðåäëåííûå â îáùåì âèäå â ïåðâîé ãëàâå. Ïîä ïðè-
áëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (15), (16) ïîíèìàëàñü ïàðà ôóíêöèé
(uh; jh) 2 Xh = Mh Nh; óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿìZ














uh div qhdx = 0 8 (vh; qh) 2 Xh: (22)
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñàí èòåðàöèîííûé ìåòîä äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (21), (22), ïîñòðîåííûé â ðàáîòå Ì.Ì. Êàð÷åâñêîãî è
À.Å. Ôåäîòîâà [4]. Îïðåäåëåí íåëèíåéíûé êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð
Ah ñîîòíîøåíèåì




(  div j(uh) + a0(x; uh))vh dx 8uh; vh 2Mh; (23)







uh div qh dx = 0 8qh 2 Nh: (24)
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Ìàòðèöà Gh îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì




div jh(uh)vh dx 8uh; vh 2Mh; (25)
ãäå jh(uh) 2 Nh óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâóZ






uh div qh dx = 0 8qh 2 Nh: (26)







h = fh; k = 0; 1; : : : ; (27)
ãäå u0h çàäàíà, à  > 0  èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð.
Ðåàëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (27) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðå-
















h. Çäåñü Bh è Ch ìàòðèöû, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíè-
ÿìè




jh  qh dx 8jh; qh 2 Nn; (29)




vh div qh dx 8vh 2Mh; qh 2 Nn; (30)








(  div jkh + a0(x; ukh)  f)vh dx 8vh 2Mh;
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ukh div qh dx = 0 8qh 2 Nh: (31)
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí âàæíûé äëÿ ìíîãèõ ïðè-
ëîæåíèé, íàïðèìåð, òåîðèè ôèëüòðàöèè, ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà-
÷è (15), (16), êîãäà a0  0: Êðîìå òîãî, ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êî-
íå÷íîìåðíûé íåëèíåéíûé îïåðàòîð Lh; îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì




a 1(x; jh)  qh dx 8jh; qh 2 Nn; (32)
îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè
(Lh(jh)  Lh(qh))  (jh   qh) > c5kjh   qhk2Bh; (33)
kLh(jh)  Lh(qh)kB 1h 6 c6kjh   qhkBh (34)
äëÿ ëþáûõ jh; qh èç Nh:



































k = 0; 1; : : : ; j0h; u
0
h çàäàíû,  > 0  èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð.
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà (27) óäàåòñÿ èçáå-
æàòü ïðèìåíåíèÿ âíóòðåííåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, òî åñòü ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (31).
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî
èòåðàöèîííîãî ìåòîäà. Äîêàçàíà îáùàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè èòåðà-
öèîííûõ ïðîöåññîâ âèäà (36).
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Òå î ð åì à 6. Ïóñòü ìàòðèöû Bh, Dh = CThB
 1
h Ch ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíû, îïåðàòîð Lh óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (33), (34),
0 <  < 2c6=c
2
5:




Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî
â òðåòüåì ïàðàãðàôå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû îïåðàòîð Lh ÿâëÿ-
åòñÿ äèôôåðíöèðóåìûì ïî Ãàòî è åãî ïðîèçâîäíàÿ ñèììåòðè÷íà, òî
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (36) ìîæåò áûòü
óëó÷øåíà. Ñïðàâåäëèâà
Òå î ð åì à 7. Ïóñòü îïåðàòîð Lh(jh) èìååò ïðîèçâîäíóþ Ãàòî
L0h(jh) â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíòñòâà Nh, êîòîðàÿ ïðè ëþáîì gh 2
Nh óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
c10kghk2Bh 6 L0h(jh)gh  gh 6 c11kghk2Bh: (37)
Òîãäà ïðè  = 0 = 2=(c10 + c11) èòåðàöèîííûé ìåòîä (36) ñõîäèòñÿ
è äëÿ ïîãðåøíîñòåé âåðíû îöåíêè:
kjk+1h   jkBh 6 ()kjkh   jkBh;
kuk+1h   ukDh 6 ()kukh   ukDh;
ãäå () = (1  )=(1 + );  = c10=c11:
Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè
ïðåäñòàâëåííîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.
Øåñòîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ïîñòðîåííîãî â ðàáîòå
À.Å. Ôåäîòîâà [1] èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííîé
17
çàäà÷è (12), (13) ñ îïåðàòîðîì, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ëèøü óñëîâèþ
ìîíîòîííîñòè.
Ââåäåí â ðàññìîòðåíèå íåëèíåéíûé îïåðàòîð Ah : Mh ! Mh,
ëèíåéíûé îïåðàòîð Rh : Mh !Mh ïðè ïîìîùè ñîîîòíîøåíèé




(a(x; uh; jh(uh))  jh(vh) + a0(x; uh; jh(uh))vh)dx
8uh; vh 2Mh;




jh(uh)  jh(vh)dx 8uh; vh 2Mh;
à òàêæå âåêòîð fh 2Mh:
Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå, îïðå-






h = fh; k = 0; 1; : : : ; (38)
ãäå u0h çàäàíî.
Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ïîäðàçóìåâàåò âû÷èñëå-
íèå âåêòîðà íåâÿçêè rkh = Ahu
k
h fh ïî èçâåñòíîìó ukh 2Mh è ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ
Rhwh =  rkh; (39)
îòíîñèòåëüíî ïîïðàâêè wh = (u
k+1
h   ukh)= .
Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ Ahu
k
h íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííî-
ãî ìåòîäà (38) ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âè-
äà (13) îòíîñèòåëüíî jh(u
k
h). Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåò-
ñÿ ìîäèôèêàöèÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (38), ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðîé
äàííàÿ îïåðàöèÿ îïóñêàåòñÿ. Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à (12), (13) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå
Bhjh + Chuh = 0;
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Lh(uh; jh) = fh;
ãäå
Lh(uh; jh) =  CThB 1h lh(uh; jh) + l0;h(uh; jh);




a(x; uh; jh)  qhdx 8qh 2 Nh;




a0(uh; jh; uh)vhdx 8vh 2Mh:





h = 0; (40)
 CTh jk+1h =  CTh jkh + (Lh(ukh; jkh)  fh): (41)
Ïðè ðåàëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà íà êàæäîì øàãå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìå-
òîäîì (38) ýêîíîìèòñÿ îäíî îáðàùåíèå ìàòðèöû ìàññ.
Ïðè íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè u0h; j
0





è âûïîëíåíèè óñëîâèé (5) è (14) ïðè p = 2 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (40), (41) ïî íåâÿçêå.
Â âîñüìîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîé ðåàëè-
çàöèè ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (40), (41).
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:
1. Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ñìåøàííûõ ñõåì ÌÊÝ äëÿ çàäà÷ ñ êâà-
çèëèíåéíûìè ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâàõ W
(1)
p :
2. Îöåíêè òî÷íîñòè ñìåøàííûõ ñõåì ÌÊÝ äëÿ çàäà÷ ñ êâàçèëè-
íåéíûìè ñèëüíî ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâàõ W
(1)
p :
3. Ìîäèôèêàöèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ ñõåì
ÌÊÝ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìîíîòîííûìè è ñèëüíî ìîíîòîííûìè îïåðàòî-




4. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìîäèôèöèðîâàííîãî èòåðàöèîí-
íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ ñõåì ÌÊÝ äëÿ çàäà÷ ñ ñèëüíî ìî-
íîòîííûìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå W
(1)
2 :
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